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บทที่ 1 
อนิทกิรัล 
(Integrals) 

 

 ในวิชาเรขาคณิต เราศกึษาสมบตัขิองเส้นตรงและรูปทรงหลายเหลี่ยมแบบตา่ง ๆ เช่นการ
หาเง่ือนไขท่ีเส้นตรงสองเส้นขนานกนั หรือการหาพืน้ท่ีของรูปเหล่ียมตา่ง ๆ โดยอาศยัสตูรพืน้ฐาน
ของพืน้ท่ีรูปสามเหลี่ยมและส่ีเหลี่ยม สําหรับวงกลมนอกจากเราจะศกึษาสมบตัภิายในวงกลมแล้ว 
เรายงัได้ศกึษาการหาความชนัของเส้นสมัผสัวงกลม จนทําให้เราสามารถขยายแนวคิดนีไ้ปสู่การ
หาความชนัของเส้นสมัผสัเส้นโค้งใด ๆ และทําให้ได้แนวคิดเร่ืองอนุพนัธ์ของฟังก์ชนัในท่ีสดุ ดงัท่ี
ได้ศกึษาแล้วในวิชาแคลคลูสั 1 ในบทนีเ้ราจะขยายแนวคิดของการหาพืน้ท่ีของรูปหลายเหล่ียมใน
วิชาเรขาคณิตไปสู่การหาพืน้ท่ีภายใต้เส้นโค้งบนช่วงปิดช่วงหนึ่ง แนวคิดดงักล่าวนี  ้ได้นําไปสู่
การศกึษาเร่ืองอินทิกรัลจํากดัเขต 

อย่างไรก็ตามการหาพืน้ท่ีภายใต้เส้นโค้งหรืออินทิกรัลจํากัดเขตโดยตรงจากนิยามค่อน 
ข้างยุ่งยากมาก เราจึงศกึษาแนวคิดของนิวตนัในการคํานวณอินทิกรัลจํากดัเขตด้วยวิธีการท่ีเป็น
การดําเนินการผกผันกับการหาอนุพันธ์ เราจึงจะเร่ิมต้นบทนีใ้นหัวข้อ 1.1 ด้วยแนวคิดของ
อินทิกรัลไมจํ่ากดัเขต 

 

1.1  ปฏยิานุพนัธ์และอนิทกิรัลไม่จาํกัดเขต 
เม่ือกําหนดฟังก์ชันค่าจริง f  ให้ เราอาจถามว่าอนุพันธ์ของ f  คืออะไรและในทาง

กลบักันเราอาจถามว่าจะมีฟังก์ชัน F  ซึ่งอนุพันธ์ของ F คือ f  หรือไม่ นั่นคือ    'F x f x  
และจะหา F ได้อย่างไร เราเรียกฟังก์ชนั F ว่า ปฏิยานุพันธ์ (anti-derivative) ของ f  บนช่วง I

ถ้า     'F x f x   สําหรับทุก ๆ x I  ตวัอย่างเช่น ปฏิยานุพนัธ์ของฟังก์ชนั f  ท่ีนิยามโดย 
  2f x x  คือฟังก์ชนั F  ซึง่นิยามโดย ( ) F x  2x   

สังเกตว่าถ้าฟังก์ชัน F  เป็นปฏิยานุพันธ์ของฟังก์ชัน f  แล้วฟังก์ชัน F C  จะเป็น            
ปฏิยานพุนัธ์ของ f  สําหรับทกุคา่คงตวั C  เพราะวา่ 

          C               0      d d dCF x F x f x f x
dx dx dx

       
ดงันัน้ ถ้าฟังก์ชัน f  มีปฏิยานุพันธ์แล้ว f  จะมีปฏิยานุพันธ์มากมายนับไม่ถ้วน ตวัอย่างเช่น          
ฟั ง ก์ ชั น ซึ่ ง นิ ย า ม โ ด ย       3 3 3

1 2 3 ,    2,    100F x x F x x F x x       แ ล ะ 
  3

4   20 F x x  เป็นปฏิยานพุนัธ์ของฟังก์ชนัซึง่นิยามโดย   2 3  f x x   
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ตัวอย่าง 1.1.4  จงหาสมการเส้นโค้ง    y f x  ซึ่งผ่านจุด  2, 3  และมีความชันท่ีจุด 
 ,  x y ใด ๆ คือ 2   3x    
วิธีทาํ เน่ืองจากความชนัของเส้นโค้งท่ีจดุ  ,  x y ใด ๆ คือ  

2   3dy x
dx

   
เพราะฉะนัน้   f x  คือปฏิยานพุนัธ์ของ 2 3 x   ทําให้เราได้ 

  2     3  f x x x C    
เม่ือ C  เป็นคา่คงตวั 
แตเ่ราทราบวา่เส้นโค้ง    y f x  ผา่นจดุ  2, 3  ทําให้ได้คา่ C  โดยการแทน  2 3 f    ลง
ในสมการข้างต้นซึง่จะได้   1C   เพราะฉะนัน้สมการของเส้นโค้งคือ 
                                                   2    3   1y x x     
 
 

เราใช้สญัลกัษณ์  f x dx  แทนปฏิยานพุนัธ์ใด ๆ ของ ( )f x  นัน่คือ   
   ( )f x dx F x C   

เม่ือ  F  เป็นปฏิยานพุนัธ์ของ f  และ C  เป็นคา่คงตวั 
 
 

บทนิยาม 1.1.5  เราเรียก  f x dx  ว่า อินทิกรัลไม่จํากัดเขต  (indefinite integral)  ของ
ฟังก์ชัน f  และเรียก f  ว่า  อินทิแกรนด์ (integrand) ของ    f x dx  และเราเรียกการหา 

   f x dx ว่า การอินทิเกรต (integration) โดยเรียก  x  ว่า ตัวแปรของการอินทิเกรต 
(integration variable) 

 
จากความหมายของ  f x dx   ทําให้ได้ 
 

     d f x dx f x
dx

   และ   ( )  d f x dx f x C
dx

    
 
 

 โดยความหมายและสัญลักษณ์ของอินทิกรัลไม่จํากัดเขต เราสามารถเขียนทฤษฎีบท 
.. ได้อีกรูปแบบหนึง่ดงัทฤษฎีบท ..6 
 

ทฤษฎีบท 1.1.6 ให้ f  และ g  เป็นฟังก์ชนัซึง่  f x dx  และ  g x dx  หาได้และ k  เป็นคา่
คงตวั แล้ว 

1.             k f x dx k f x dx    
2.            f x g x dx f x dx g x dx               
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ทฤษฎีบท 1.1.1  ถ้าฟังก์ชัน F  เป็นปฏิยานุพันธ์ของฟังก์ชัน f บนช่วง I  แล้วปฏิยานุพันธ์
ทัง้หมดของ f บนช่วง I  จะอยูใ่นรูป  F C  เม่ือ C  เป็นคา่คงตวั  
บทพสูิจน์  ให้ฟังก์ชนั F  และ G  เป็นปฏิยานพุนัธ์ของฟังก์ชนั  f   จะได้วา่ 

     '     'F x f x G x   
และทําให้ได้ 

     [ ( ) ( )]  ( )     0d d dG x F x G x F x f x f x
dx dx dx

       
ซึง่แสดงวา่       G x F x เป็นคา่คงตวั  นัน่คือจะมีคา่คงตวั C  ท่ีทําให้ 

         C  G x F x   หรือ           G x F x C       
เพราะฉะนัน้      G F C            
     

โดยสมบตัิของอนุพนัธ์ซึ่งกล่าวว่าอนุพนัธ์ของผลบวกของฟังก์ชนัคือผลบวกของอนุพนัธ์
ของฟังก์ชัน อนุพันธ์ของผลคูณฟังก์ชันด้วยค่าคงตัวคือผลคูณด้วยค่าคงตัวของอนุพันธ์ เรา
สามารถพิสจูน์สมบตัขิองปฏิยานพุนัธ์ได้ในทํานองเดียวกนั ดงัจะกลา่วในทฤษฎีบทตอ่ไปนี ้
 
ทฤษฎีบท 1.1.2  ถ้าฟังก์ชนั F  และ G  เป็นปฏิยานุพนัธ์ของฟังก์ชนั f และ g ตามลําดบัและ 
k  เป็นค่าคงตัว  แล้วฟังก์ชัน kF  และ   F G  เป็นปฏิยานุพันธ์ของฟังก์ชัน kf และ f g  
ตามลําดบั            

 

ตัวอย่าง 1.1.3   จงหาปฏิยานุพันธ์ของฟังก์ชันซึ่งนิยามโดย   1   2f x xx   สําหรับทุก ๆ 
จํานวนจริง 0x   
วิธีทํา  เน่ืองจาก  1ln   d x

dx x
  และ   2   2d x x

dx
  เพราะฉะนัน้เม่ือกําหนดฟังก์ชัน F  

โดย   2    ln    F x x x C    เม่ือ C  เป็นคา่คงตวั  จะได้ 
   2 1'    ln    C     2   dF x x x x f x

dx x
         

ซึง่แสดงวา่ F  เป็นปฏิยานพุนัธ์ของ f   
 

 

 

 

 

 

 

2
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ตัวอย่าง 1.1.4  จงหาสมการเส้นโค้ง    y f x  ซึ่งผ่านจุด  2, 3  และมีความชันท่ีจุด 
 ,  x y ใด ๆ คือ 2   3x    
วิธีทาํ เน่ืองจากความชนัของเส้นโค้งท่ีจดุ  ,  x y ใด ๆ คือ  

2   3dy x
dx

   
เพราะฉะนัน้   f x  คือปฏิยานพุนัธ์ของ 2 3 x   ทําให้เราได้ 

  2     3  f x x x C    
เม่ือ C  เป็นคา่คงตวั 
แตเ่ราทราบวา่เส้นโค้ง    y f x  ผา่นจดุ  2, 3  ทําให้ได้คา่ C  โดยการแทน  2 3 f    ลง
ในสมการข้างต้นซึง่จะได้   1C   เพราะฉะนัน้สมการของเส้นโค้งคือ 
                                                   2    3   1y x x     
 
 

เราใช้สญัลกัษณ์  f x dx  แทนปฏิยานพุนัธ์ใด ๆ ของ ( )f x  นัน่คือ   
   ( )f x dx F x C   

เม่ือ  F  เป็นปฏิยานพุนัธ์ของ f  และ C  เป็นคา่คงตวั 
 
 

บทนิยาม 1.1.5  เราเรียก  f x dx  ว่า อินทิกรัลไม่จํากัดเขต  (indefinite integral)  ของ
ฟังก์ชัน f  และเรียก f  ว่า  อินทิแกรนด์ (integrand) ของ    f x dx  และเราเรียกการหา 

   f x dx ว่า การอินทิเกรต (integration) โดยเรียก  x  ว่า ตัวแปรของการอินทิเกรต 
(integration variable) 

 
จากความหมายของ  f x dx   ทําให้ได้ 
 

     d f x dx f x
dx

   และ   ( )  d f x dx f x C
dx

    
 
 

 โดยความหมายและสัญลักษณ์ของอินทิกรัลไม่จํากัดเขต เราสามารถเขียนทฤษฎีบท 
.. ได้อีกรูปแบบหนึง่ดงัทฤษฎีบท ..6 
 

ทฤษฎีบท 1.1.6 ให้ f  และ g  เป็นฟังก์ชนัซึง่  f x dx  และ  g x dx  หาได้และ k  เป็นคา่
คงตวั แล้ว 

1.             k f x dx k f x dx    
2.            f x g x dx f x dx g x dx               
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ตวัอย่าง 1.1.7  ในตวัอยา่งนี ้จะแสดงการอินทิเกรตโดยใช้สตูรพืน้ฐาน 

1.     
1
3 11 2-

3 3
1
3

3  =  
1 2

xx dx C x C
 

  
   

 

2.    
24 4 33 3 3 4 4ln

2
dx xx dx xdx dx xdx x C

x x x
         
       

 

3.       
5

2 2 3 322 2 2x x x dx x x x dx x dx x dx         
 

   
5 1 73 1 42

22 4
5 3 1 7 412

x x xC x C
 

     


 

4.    
3

2 2 2 22 4 4 4 4 2 4
3
xx dx x x dx x dx xdx dx x x C                

5. 
3 1 52 2  
2 2 21 2 2

5
x x dxdx dx x dx x dx x x C

x x x


            
 

. 
1 1 71 1   2 23 6 32 22 2 2x x x dx x x x x dx

     
         

    
   

 

 
5 10

36 36 3 24
5 10 3

x x x x C         
 

 
แบบฝึกหดั 1.1 

 

1. พิจารณาฟังก์ชัน F และ f  ซึ่งนิยามในแต่ละข้อต่อไปนี ้จงแสดงโดยบทนิยามว่า F

เป็นปฏิยานพุนัธ์ของ f  พร้อมทัง้บอกปฏิยานพุนัธ์ของ f  ท่ีแตกตา่งกนัมาอีก  ฟังก์ชนั 
1.1   2  3 2f x   x     และ   3  2   3F x   x x    
1.2     0 04 600f x . x      และ   2 0 02  600F x  . x x    
1.3   2 2  3 2 13f x x x      และ   3 1  2  13   17F x   x x x     
1.4  

 2
5  

2 1
f x

x





 และ   3 1
2 1

xF x
x





 

1.5   5  xf x  e    และ   51  9
5

xF x   e   

1.   2
2 2  

2
xf x

x x





  และ    2   ln  2F x x x   
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ดงัท่ีกล่าวมาแล้วว่าการหา  f x dx  คือการหาปฏิยานุพันธ์ของ  f x และจากสูตร
ของอนพุนัธ์ ทําให้เราได้สตูรพืน้ฐานการอินทิเกรตตอ่ไปนี ้

 

สูตรพืน้ฐานการอนิทเิกรต 

1.        dx x C  และ  0dx C  (จาก 1dx
dx

  และ 0dC
dx

 ) 

2. 
1

       
1

n
n xx dx C

n



 
 สําหรับ 1n    (จาก 1

n
ndx nx

dx
 )  

3. lndx x C
x
     สําหรับ 0x   (จาก 1lnd x

dx x
 )   สําหรับ 0x   

4. x xe dx e C   (จาก 
x

xde e
dx

 ) 

5. 
ln

x
x aa dx C

a
   (จาก ln

x
xda a a

dx
  ) 

. sin cosxdx x C    (จาก cos sind x x
dx

   ) 
7. cos sinxdx x C   (จาก sin cosd x x

dx
  ) 

8. 2sec tanxdx x C   (จาก 2tan secd x x
dx

 ) 
9. 2csc cotxdx x C    (จาก 2cot cscd x x

dx
   ) 

10. sec tan secx xdx x C   (จาก sec sec tand x x x
dx

  ) 
11. csc cot cscx xdx x C    (จาก csc csc cotd x x x

dx
   ) 

12. 1

2
sin

1
dx x C

x
 


    เม่ือ 1x   (จาก 1

2

1sin
1

d x
dx x

 


)   เม่ือ 1x   

13. 1

2
cos

1
dx x C

x
  


 เม่ือ 1x   (จาก 1

2

1cos
1

d x
dx x

  


) เม่ือ 1x   

14. 1
2 tan

1
dx x C

x
 

  (จาก 1
2

1tan
1

d x
dx x

 


 ) 

15. 1
2 cot

1
dx x C

x
  

  (จาก 1
2

1cot
1

d x
dx x

 



 ) 

1. 1

2
sec

1
dx x C

x x
 


 เม่ือ 1x   (จาก 1

2

1sec
1

d x
dx x x

 


)  เม่ือ 1x   

17. 1

2
csc

1
dx x C

x x
  


 เม่ือ 1x   (จาก 1

2

1csc
1

d x
dx x x

 



)  เม่ือ 1x   
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ตวัอย่าง 1.1.7  ในตวัอยา่งนี ้จะแสดงการอินทิเกรตโดยใช้สตูรพืน้ฐาน 
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แบบฝึกหดั 1.1 

 

1. พิจารณาฟังก์ชัน F และ f  ซึ่งนิยามในแต่ละข้อต่อไปนี ้จงแสดงโดยบทนิยามว่า F

เป็นปฏิยานพุนัธ์ของ f  พร้อมทัง้บอกปฏิยานพุนัธ์ของ f  ท่ีแตกตา่งกนัมาอีก  ฟังก์ชนั 
1.1   2  3 2f x   x     และ   3  2   3F x   x x    
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  a     b 

x = a x = b

y=f(x) 

y

x

R

         
               

 
 
 
 
 
 

รูป 1.2.1  
 

ในการคํานวณพืน้ท่ีของบริเวณ R  เราจะแบ่งช่วงปิด   a, b  ออกเป็น n  ช่วงเท่า ๆ กัน
ด้วยจดุ 0 1       na x , x , , x b   ในแตล่ะช่วงยอ่ย  1  i ix , x  เราสามารถสร้างส่ีเหล่ียมผืนผ้าได้ 
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3

 ตารางหน่วย      
 

ด้วยแนวความคิดจากกระบวนการอาร์คีมีดีส นักคณิตศาสตร์จึงให้ความหมายกว้าง ๆ 
ของผลรวมในลกัษณะดงักลา่วเพ่ือให้สามารถประยกุต์ใช้กบัปัญหาอ่ืน ๆ ได้ด้วย ดงัเช่นบทนิยาม
ของอนพุนัธ์ท่ีมีรากฐานจากกระบวนการคํานวณความชนัของเส้นโค้ง ณ จดุตา่ง ๆ  แต่เพราะการ
ให้นิยามจะต้องไม่ชีเ้ฉพาะเร่ืองความชนัของเส้นโค้ง ซึ่งต่อมาภายหลงัดงัท่ีเราทราบกันดีว่าเรา
สามารถประยกุต์อนพุนัธ์ในหลาย ๆ สาขาวิชา 

กําหนดให้ f  เป็นฟังก์ชนัซึง่นิยามบนช่วงปิด   a, b  และเพ่ือให้ได้ความหมายของ
ผลรวมท่ีครอบคลมุความหมายของผลบวกบนและผลบวกลา่ง เราจะดําเนินการเป็นขัน้ตอนดงันี ้

ขัน้ที่ 1  แบ่งช่วงปิด   a, b  ออกเป็น n  ช่วง (แต่ละช่วงย่อยอาจมีความยาวช่วงเท่ากนั
ห รือ ไม่ ก็ ไ ด้ ) ด้ ว ย จุ ด  0 1       na x , x , , x b    โด ย ท่ี  0 1 nx x x  < < <   เรา จ ะ เรีย ก เซ ต 
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2y x

ถ้าเราเพิ่มจํานวนช่วงยอ่ยให้มากขึน้ เช่นให้ 0 1 2nx , x , , x    เป็นจดุแบง่ช่วงท่ีเพิ่มขึน้ 
โดยการแบง่ช่วงปิด   a, b  ออกเป็น 2n  ช่วงเท่า ๆ กนั จากรูป 1.2.3 จะเห็นวา่ผลบวกลา่งมีคา่
เพิ่มขึน้และผลบวกบนจะมีคา่ลดน้อยลงและยงัคงความสมัพนัธ์กนัในรูปอสมการ  
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และผลบวกทัง้สองมีคา่ใกล้เคียงกบัพืน้ท่ีบริเวณ R  มากขึน้ และเม่ือเรายิ่งเพิ่มจํานวนช่วงยอ่ยให้
มากขึน้ไปอีก เราจะได้ความสมัพนัธ์ในรูปลมิิตดงันี ้
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ถ้าลิมิตของผลบวกล่างเท่ากับลิมิตของผลบวกบน แล้วพืน้ท่ีบริเวณ R  ซึ่งอยู่ตรงกลางก็จะมีค่า
เท่ากบัลมิิตนัน้ด้วย            y  
 
 
 
 
 
 
 

 
รูป  1.2.3 

 
หมายเหตุ การคํานวณพืน้ท่ีในลกัษณะเช่นนีเ้ป็นแนวคิดของนกัคณิตศาสตร์ชาวกรีกท่ีมีนามว่า
อาร์คีมีดีส (Archimedes) เม่ือประมาณกว่า 200 ปีก่อนคริสต์ศักราช  เราจึงเรียกวิธีการนีว้่า 
กระบวนการอาร์คีมีดสี (Archimedian algorithm) 
 
ตัวอย่าง 1.2.1  จงใช้กระบวนการอาร์คีมีดีส คํานวณพืน้ท่ีซึ่งถูกปิดล้อมด้วยเส้นโค้ง 2  y x  
แกน x  เส้นตรง 0  x   และ 2x    
วิธีทํา แบ่งช่วงปิด  0 2 ,  ออกเป็น n  ช่วงย่อยเท่า ๆ กัน แล้วแต่ละช่วงย่อยจะมีความกว้าง
เท่ากบั  2 0 2  

n n


   หน่วยและทําให้ได้จดุแบง่ช่วงคือจดุตอ่ไปนี ้

0 1 2 1
2 2 2 4 2 20 0 2i n
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n n n n n n
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หมายเหตุ  
. ถ้า f  อินทิเกรตได้ บน   a, b  แล้วจํานวนจริง L  ท่ีสอดคล้องตามบทนิยาม 1.2.2 จะมีเพียง

หนึง่เดียว 

. เราอ่านสัญลักษณ์   
b

a

f x dx  ว่า “อินทิกรัลจาก a  ถึง b  ของ f ”  และเรียกการหาค่า 

 
b

a

f x dx  ว่า การอินทิเกรต (integration) เรียก  f x ว่า อินทิแกรนด์ (integrand) เรียก

จํานวนจริง a  และ b  ว่า ลิมิตล่าง (lower limit) และ ลิมิตบน (upper limit) ตามลําดบั และ
เรียก x  วา่ตวัแปรของการอนิทเิกรต 

โดยใช้ความรู้แคลคลูสัขัน้สงู เราสามารถพิสจูน์ทฤษฎีบทตอ่ไปนีไ้ด้ 
ทฤษฎีบท 1.2.3  ถ้า f เป็นฟังก์ชนัต่อเน่ืองบนช่วงปิด   a, b  แล้ว f  เป็นฟังก์ชนัอินทิเกรตได้
บนช่วงปิด   a, b  

จากบทนิยาม 1.2.2 เราได้ทฤษฎีบทตอ่ไปนี ้

ทฤษฎีบท 1.2.4  ถ้า f  อินทิเกรตได้บน [ , ]a b  แล้ว 
1

( ) lim ( )
b n

i in ia

f x dx f x x




    โดยท่ี 

i
b ax

n


   และ 1[ , ]i i ix x x
  สําหรับทกุ ๆ 1,2,...,i n  

 
หมายเหตุ . จากทฤษฎีบท .. โดยทัว่ไปแล้ว เราจะเลือก ix  เป็นจุดปลายทางซ้าย หรือจุด
ปลายทางขวา หรือจดุกึ่งกลางของช่วง 1[ , ]i ix x  

2. จากทฤษฎีบท ..3 และทฤษฎีบท .. เราจะเห็นว่าลิมิตของผลบวกบนและ
ลิมิตของผลบวกล่างในกระบวนการอาร์คีมีดีสจะเท่ากันเสมอ ดงันัน้ในการหาพืน้ท่ีใต้กราฟโดย
กระบวนการอาร์คีมีดีสจึงเป็นการเพียงพอท่ีจะหาลิมิตของผลบวกบนหรือลิมิตของผลบวกล่าง
อยา่งใดอยา่งหนึง่ 

. ถ้า a b  แล้ว    =    0
a b

a a

f x dx f x dx    

4. ถ้า ( ) 1f x   สําหรับทกุ ๆ  ,x a b  แล้วเราจะเขียนแทน  
b

a

f x dx  ด้วย 
b

a

dx  

 
 
ตวัอย่าง 1.2.5  จงหาอินทิกรัลจํากดัเขตของ   2512 32    f x x x    บนช่วง  0 16 ,  
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 0 1 nP x ,x x   , ,  ว่า ผลแบ่งกัน้ (partition) ของ   a, b  และแทนความยาวของช่วงย่อยท่ี i  
ด้วยสญัลกัษณ์ i x  นัน่คือ 

1   i i ix  x x     
และใช้สญัลกัษณ์ P  แทน i x  ท่ีมีคา่มากสดุ 

ขัน้ที่ 2  เลือก ix  เป็นจดุใดก็ได้ในช่วงยอ่ยท่ี i  นัน่คือ 
1i i ix  x    x
    

แล้วสร้างผลบวก n  พจน์ตอ่ไปนี ้

       1 1 2 2
1

            
n

i i n n
i

f x x f x x f x x f x x   



          

และเรียกผลบวกนีว้า่ ผลบวกรีมันน์ (Riemann sum) ของ f  

ขัน้ที่ 3 แบง่ช่วงปิด   a, b  ให้มีจํานวนของช่วงยอ่ยมากขึน้เร่ือยๆ ในลกัษณะท่ีทําให้ 
P  เข้าใกล้ศนูย์  

 
ถ้าผลบวกรีมนัน์ของ f  มีคา่เข้าใกล้จํานวนจริงคา่หนึง่ โดยไมข่ึน้กบัวิธีการแบง่ช่วง 

  a, b  ในขัน้ตอนท่ี 3 และไมข่ึน้กบัการเลือกจดุ ix  ในแตล่ะช่วงยอ่ยของ   a, b  แล้วเรากลา่ววา่ 
f  อนิทเิกรตได้ (integrable) บน   a, b  และเรียกจํานวนจริงนัน้วา่ อนิทกิรัลจาํกัดเขต 

(definite integral) ของ f  บน   a, b  โดยเขียนแทนด้วยสญัลกัษณ์  
b

a

f x dx  

จากแนวคิดของการนิยามฟังก์ชันอินทิเกรตได้ข้างต้น เราสามารถให้บทนิยามเชิง
คณิตศาสตร์ของฟังก์ชนัอินทิเกรตได้ดงันี ้

 
บทนิยาม 1.2.2 ให้ f เป็นฟังก์ชนัซึง่นิยามบนช่วงปิด   a, b  เรากลา่ววา่ f  อนิทเิกรตได้ บน 
  a, b  ถ้ามีจํานวนจริง L  ซึง่ สําหรับแตล่ะจํานวนจริงบวก   จะมีจํานวนจริงบวก   ท่ีทําให้  

 
1

 
n

i i
i

f x x L 



    

สําหรับทกุ ๆ ผลแบง่กัน้  0 1 nP x ,x x   , ,  ของ   a, b  ซึง่ P   และทกุ ๆ การเลือกจดุ 
 1i i ix x ,x

  เม่ือ 1 i n   

 เรียกจํานวนจริง L  ดงักลา่ววา่ อนิทกิรัลจาํกัดเขต ของ f  บน   a, b  โดยเขียนแทน

ด้วยสญัลกัษณ์  
b

a

f x dx  
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หมายเหตุ  
. ถ้า f  อินทิเกรตได้ บน   a, b  แล้วจํานวนจริง L  ท่ีสอดคล้องตามบทนิยาม 1.2.2 จะมีเพียง

หนึง่เดียว 

. เราอ่านสัญลักษณ์   
b

a

f x dx  ว่า “อินทิกรัลจาก a  ถึง b  ของ f ”  และเรียกการหาค่า 

 
b

a

f x dx  ว่า การอินทิเกรต (integration) เรียก  f x ว่า อินทิแกรนด์ (integrand) เรียก

จํานวนจริง a  และ b  ว่า ลิมิตล่าง (lower limit) และ ลิมิตบน (upper limit) ตามลําดบั และ
เรียก x  วา่ตวัแปรของการอนิทเิกรต 

โดยใช้ความรู้แคลคลูสัขัน้สงู เราสามารถพิสจูน์ทฤษฎีบทตอ่ไปนีไ้ด้ 
ทฤษฎีบท 1.2.3  ถ้า f เป็นฟังก์ชนัต่อเน่ืองบนช่วงปิด   a, b  แล้ว f  เป็นฟังก์ชนัอินทิเกรตได้
บนช่วงปิด   a, b  

จากบทนิยาม 1.2.2 เราได้ทฤษฎีบทตอ่ไปนี ้

ทฤษฎีบท 1.2.4  ถ้า f  อินทิเกรตได้บน [ , ]a b  แล้ว 
1

( ) lim ( )
b n

i in ia

f x dx f x x




    โดยท่ี 

i
b ax

n


   และ 1[ , ]i i ix x x
  สําหรับทกุ ๆ 1,2,...,i n  

 
หมายเหตุ . จากทฤษฎีบท .. โดยทัว่ไปแล้ว เราจะเลือก ix  เป็นจุดปลายทางซ้าย หรือจุด
ปลายทางขวา หรือจดุกึ่งกลางของช่วง 1[ , ]i ix x  

2. จากทฤษฎีบท ..3 และทฤษฎีบท .. เราจะเห็นว่าลิมิตของผลบวกบนและ
ลิมิตของผลบวกล่างในกระบวนการอาร์คีมีดีสจะเท่ากันเสมอ ดงันัน้ในการหาพืน้ท่ีใต้กราฟโดย
กระบวนการอาร์คีมีดีสจึงเป็นการเพียงพอท่ีจะหาลิมิตของผลบวกบนหรือลิมิตของผลบวกล่าง
อยา่งใดอยา่งหนึง่ 

. ถ้า a b  แล้ว    =    0
a b

a a

f x dx f x dx    

4. ถ้า ( ) 1f x   สําหรับทกุ ๆ  ,x a b  แล้วเราจะเขียนแทน  
b

a

f x dx  ด้วย 
b

a

dx  

 
 
ตวัอย่าง 1.2.5  จงหาอินทิกรัลจํากดัเขตของ   2512 32    f x x x    บนช่วง  0 16 ,  
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ออกเป็น n ช่วงย่อยเท่าๆ กัน แล้วแต่ละช่วงย่อยจะยาว 1 0 1
i x n n


      หน่วยและทําให้ได้

จดุแบง่ช่วงปิด  0 1,   คือ 1 20 1i n, , , . . . , , . . . ,
n n n n

               
เพ่ือความสะดวกในการคํานวณ เราจะเลือก ix  สําหรับแต่ละช่วงย่อยท่ี i  ในผลบวก      

รีมนัน์ให้เป็นจดุปลายช่วงทางขวา i
n

 และในท่ีนี ้   3 4   f x x     เราจงึได้ 
3

4i if
n n

       
   

 

ดงันัน้ 
3 3

1 1 1

1 14 4
n n n

n i
i i i

i i iS f x
n n n n n  

                         
             

         

3 3
3

1 1 1

1 1 14 4  
n n n

i i i

i i n
n n n n  

                   
           

    

  23
3

3
1

11 1 1 14 4
2

      
n

i

n n
i n n

n n n n

                   
  

 2 2 22

4

11 1 1 1 14 4 1 4
4 4 4

       
n n n n

n n n n
                           

 

เพราะฉะนัน้ 

 
21

3

0

1 1 1 14       lim     lim 1  4    4    4
4 4 4nn n

x dx S
n 

         
    

 
 

 

ทฤษฎีบท 1.2.7  กําหนดให้ f และ g เป็นฟังก์ชนัอินทิเกรตได้บน   a, b  แล้ว 

1.    
b b

a a

k f x dx k f x dx       เม่ือ k  เป็นจํานวนจริง 

2.         
b b b

a a a

f x g x dx f x dx g x dx        

3. ถ้า I  เป็นช่วงปิดซึง่  ,I a b  แล้ว f  อินทิเกรตได้บน I  

4.      
b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx     เม่ือ  ,c a b  

5. ถ้า m  และ M  เป็นจํานวนจริงซึง่  m f x M   สําหรับทกุ ๆ  x a, b   แล้ว
  

         
b

a

m b a f x dx M b a     
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วิธีทาํ เน่ืองจาก f  เป็นฟังก์ชนัพหุนาม ดงันัน้ f  ต่อเน่ืองบนช่วง  0 16 ,  โดยทฤษฎีบท ..   
f  เป็นฟังก์ชันอินทิเกรตได้บนช่วงปิด  0 16 ,  และเราสามารถประยุกต์ใช้ทฤษฎีบท .. ใน

การหา  
16

0

f x dx  ได้ดงันี ้ 

แบ่ ง ช่ วง   0 16 ,  ออก เป็ น  n  ช่ ว งย่ อย เท่ าๆ  กัน   แ ล้ วแต่ ละช่ วงย่ อยจะยาว 
16 0

i x n


   ทําให้ได้จดุแบง่ช่วงคือ 16 32 16 160,  ,  ,  . . . , ,  . . . ,    16i n
n n n n

  
เน่ืองจาก ix  ในผลบวกรีมันน์ถูกเลือกเป็นตัวใดก็ได้  ดังนัน้เพ่ือความสะดวกในการ

คํานวณ เราจะเลือกเป็น 16
i

ix
n

    ซึง่ทําให้ได้ 

    
2

1 1 1

16 16 1616 16 512 32
n n n

*
n i i

i i i

i iiS f x x f n n n n n  

                
       

               
 

          2 32 3
2

2 3
1 1

512 16 1 32 16 1 2 116 16512 32
2 6

n n

i i

n n n n n
i i

n n n n 

           
   

 
 

 nS      2 3512 16 32 161 1 2 1
2 6

n n n n n
n n n n n

               
        

          
    

3
2 16 161 1 1256 16 1 1 1 1 2

3n n n
            
      

 
เพราะฉะนัน้อินทิกรัลท่ีต้องการเท่ากบั 

          316
2

0

16 16 2
       256 16lim 3nf x dx S

n
  


  

                                    4 42 1 116 1 16 21845
3 3 3

         
   

                      
 

ตวัอย่าง 1.2.  จงหา   
1

3

0

4x dx  

วิธีทํา  เน่ืองจาก  3( ) 4f x x   ต่อเน่ืองบน [0,1]  ดงันัน้  f  อินทิเกรตได้บน   [0,1]  และเรา

สามารถประยุกต์ใช้ทฤษฎีบท 1.2.3  ในการหา   
1

3

0

4x dx  ได้ดังนี  ้   แบ่งช่วงปิด  0 1,  
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ออกเป็น n ช่วงย่อยเท่าๆ กัน แล้วแต่ละช่วงย่อยจะยาว 1 0 1
i x n n


      หน่วยและทําให้ได้

จดุแบง่ช่วงปิด  0 1,   คือ 1 20 1i n, , , . . . , , . . . ,
n n n n

               
เพ่ือความสะดวกในการคํานวณ เราจะเลือก ix  สําหรับแต่ละช่วงย่อยท่ี i  ในผลบวก      

รีมนัน์ให้เป็นจดุปลายช่วงทางขวา i
n

 และในท่ีนี ้   3 4   f x x     เราจงึได้ 
3

4i if
n n

       
   

 

ดงันัน้ 
3 3

1 1 1

1 14 4
n n n

n i
i i i

i i iS f x
n n n n n  

                         
             

         

3 3
3

1 1 1

1 1 14 4  
n n n

i i i

i i n
n n n n  

                   
           

    

  23
3

3
1

11 1 1 14 4
2

      
n

i

n n
i n n

n n n n

                   
  

 2 2 22

4

11 1 1 1 14 4 1 4
4 4 4

       
n n n n

n n n n
                           

 

เพราะฉะนัน้ 

 
21

3

0

1 1 1 14       lim     lim 1  4    4    4
4 4 4nn n

x dx S
n 

         
    

 
 

 

ทฤษฎีบท 1.2.7  กําหนดให้ f และ g เป็นฟังก์ชนัอินทิเกรตได้บน   a, b  แล้ว 

1.    
b b

a a

k f x dx k f x dx       เม่ือ k  เป็นจํานวนจริง 

2.         
b b b

a a a

f x g x dx f x dx g x dx        

3. ถ้า I  เป็นช่วงปิดซึง่  ,I a b  แล้ว f  อินทิเกรตได้บน I  

4.      
b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx     เม่ือ  ,c a b  

5. ถ้า m  และ M  เป็นจํานวนจริงซึง่  m f x M   สําหรับทกุ ๆ  x a, b   แล้ว
  

         
b

a

m b a f x dx M b a     
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แบบฝึกหดั 1.2 
 

1.  พิจารณาเส้นโค้ง 22y x  บนช่วงปิด  1 2 ,  แล้วทําตามคําสัง่ตอ่ไปนี ้
 1.1 จงวาดรูปบริเวณ  R  ในระนาบซึ่งอยู่ใต้เส้นโค้ง 22y x  เหนือแกน x  ระหว่าง

เส้นตรง 1x   และ 2x   
1.2 แบ่งช่วงปิด  1 2 ,  ออกเป็น n  ช่วงย่อยโดยให้มีขนาดของทุกช่วงย่อยเท่ากัน จง

แสดงวา่ความยาวของแตล่ะช่วงยอ่ยเท่ากบั 1n  
1.3 จงแสดงวา่จดุปลายช่วงทางขวาของช่วงยอ่ยท่ี i  สําหรับ 1 2i , , ,n    คือ  1 i

n  
1.4 สําหรับ 1 2i , , ,n   ถ้า iA  เป็นพืน้ท่ีซึ่งเป็นส่วนของ R  บนช่วงย่อยท่ี i  จงแสดง

วา่ iA  มีคา่น้อยกว่าหรือเท่ากบัพืน้ท่ีสี่เหล่ียมผืนผ้าท่ีมีความสงู  22 1 i
n และกว้าง 

1
n  นัน่คือ 

    2

2 3
2 4 2

i
i iA

n nn
        สําหรับทกุๆ  1 2i , , ,n   

1.5 จงใช้เอกลกัษณ์ 
 1 2 3 12

nn n       
และ    2 2 2 21 2 3 1 2 16

nn n n        

แสดงวา่ 
2

1 2 2 2 1n
iA A A
n

       
 

  

2. จงทําซํา้ขัน้ตอนของข้อ 1 กบัเส้นโค้ง 29y x   บนช่วงปิด  0 3 ,  

3.  จงเขียนอินทิกรัล  2

11
dx

x



 ในรูปลมิิตของผลบวกรีมนัน์โดยไมต้่องคํานวณคา่ลมิิต 

4.  ถ้าแบ่งช่วงปิด  1 5 ,  ออกเป็น 4 ช่วงย่อยเท่าๆ กัน  แล้วข้อใดบ้างท่ีเป็นผลบวกรีมันน์
ของ    y f x    ซึง่สอดคล้องกบัการแบง่ช่วงดงักลา่ว 
4.1        1 5 2 2 5 4   f . f f . f    4.2        0 1 2 3 f   f   f   f    

4.3        1 5 3 4 5f .  f  f  f    4.4        1 5 2 5 3 5 4 5f .  f .  f .  f .    

5.  จงใช้ทฤษฎีบท .. ของอินทิกรัลจํากดัเขตในรูปลมิิตของผลบวกรีมนัน์ หาอินทิกรัลในข้อ 
ตอ่ไปนี ้

5.1  
3

3

1

x dx  5.2   
1

2

2

1x dx




  5.3   
2

1

2 3x dx
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.  ถ้า   0f x   สําหรับทกุ ๆ  x a, b   แล้ว   0
b

a

f x dx   

7.  ถ้า    f x g x  สําหรับทกุ ๆ  x a, b   แล้ว    
b b

a a

f x dx g x dx   

8. ฟังก์ชนั f  ท่ีนิยามโดย    f x f x  อินทิเกรตได้และ    
b b

a a

f x dx f x dx   

 
หมายเหตุ   โดยการพิสจูน์แบบอปุนยัร่วมกบัสมบตัข้ิอ 2 ของทฤษฎีบท .. จะได้วา่ถ้า 
1 2    nf , f , , f  ตา่งเป็นฟังก์ชนัอินทิเกรตได้บน   a, b  แล้ว 1 2 +  + nf f f   จะเป็นฟังก์ชนั   

อินทิเกรตได้บน   a, b โดยท่ี 

        1 2 1 2. . . [ . . . ]
b b

n n
a a

f f f x dx f x f x f x dx                 

     1 2

b b b

n
a a a

f x dx f x dx f x dx       

 

ตวัอย่าง ..8 ให้  
1

0

1dx   และ   
1

3

0

174
4

x dx   จงหาคา่ของ 
1

3

0

x dx  โดยใช้ทฤษฎีบท 

.. 

วิธีทาํ  จากทฤษฎีบท ..  ข้อ - จะได้วา่  
1 1 1 1

3 3 3

0 0 0 0

17 4 4 4
4

x dx x dx dx x dx          

เพราะฉะนัน้ 
1

3

0

17 14
4 4

x dx            

 

ตั วอ ย่าง   . .9  ให้  f  เป็ น ฟั งก์ชัน อิน ทิ เกรตได้บน   0 5,  โดย ท่ี        
1

0

10f x dx  , 

 
5

0

4f x dx    และ   
5

3

3f x dx    จงหาคา่ของ  
3

1

f x dx  โดยใช้ทฤษฎีบท .. 

วิธีทาํ  จากทฤษฎีบท .. ข้อ  จะได้วา่  

       
5 1 3 5

0 0 1 3

f x dx f x dx f x dx f x dx       

นัน่แสดงวา่  
3

1

4 10 3 9f x dx        
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1.  พิจารณาเส้นโค้ง 22y x  บนช่วงปิด  1 2 ,  แล้วทําตามคําสัง่ตอ่ไปนี ้
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สงัเกตวา่          
x h

x

F x h  F x  f t dt


      เป็นบริเวณสว่นท่ีแรเงาของรูป 1.3.1(ข) 

ต่อไปเราสงัเกตว่าสําหรับแต่ละ 0h   เน่ืองจาก f  เป็นฟังก์ชนัต่อเน่ืองบน [ , ]x x h  
เราได้วา่ f  มีคา่มากสดุและน้อยสดุบน [ , ]x x h   ให้ hM  และ hm  เป็นคา่มากสดุและน้อยสดุ
ของ f  บน [ , ]x x h   ตามลําดบั  แล้วจะได้วา่ 

                      h hm f t M   
สําหรับทกุ ๆ   t x, x h     ดงันัน้           

                                                
x h

h h
x

m h f t dt M h


    

ซึง่ทําให้ได้วา่  

        
0 0 0

lim  lim   limh hh h h

F x h F x
m M

h    

 
   

เน่ืองจาก hM  และ hm  เป็นคา่มากสดุและน้อยสดุของ f  บน [ , ]x x h   ดงันัน้ เม่ือ 0h   
จะได้วา่ hM  และ hm  จะเข้าใกล้คา่เดียวกนั ซึง่คือ ( )f x  เพราะฉะนัน้ 

     
0

 lim   
h

F x h F x
f x

h

 
  

ในทํานองเดียวกนั เราสามารถแสดงได้วา่  

                                
0

 lim   
h

F x h F x
f x

h

 
  

ดงันัน้  ( )  F x f x   สําหรับทกุ ๆ  x a,b               
 
บทนิยาม 1.3.2     ถ้า a b  และ f  เป็นฟังก์ชนัอินทิเกรตได้บน  a,b  นิยาม  

                                              
a b

b a

f x dx f x dx        

 

 

 1

0 a bx x + h 

F(x+h) - F(x)

0 
x

ba x

y = f(x)

 
1.3 ทฤษฎีบทหลักมูลของแคลคูลัส  

เม่ือกําหนดให้ f  เป็นฟังก์ชนัหนึง่ เราอาจตัง้คําถามเก่ียวกบั f  ได้ 2  คําถามคือ 
1.   พืน้ท่ีภายใต้เส้นโค้ง    y f x    จาก a  ถึง b  มีค่าเท่ากับเท่าใด (หรืออินทิกรัล

จํากดัเขตของ   f x  บนช่วงปิด   a, b  เป็นเท่าใด)   
และ 2.   อะไรคือปฏิยานพุนัธ์ของ f  
ดเูหมือนวา่คําถามทัง้สองจะไมมี่ทางเก่ียวข้องกนัได้เลย แตใ่นหวัข้อนีเ้ราจะแสดงแนวความคดิ
ของเซอร์ไอแซก นิวตนั (Sir Isac Newton) นกัคณิตศาสตร์ชาวองักฤษซึง่มีชีวิตอยูใ่นช่วง
คริสต์ศกัราช 143 - 1727 ท่ีแสดงการหาอนพุนัธ์ภายใต้เคร่ืองหมายอินทิกรัล  ทําให้เราได้เห็น
วา่ปฏิยานพุนัธ์ของ f  เป็นตวักําหนดคา่อินทิกรัลจํากดัเขตของ f  บนช่วงปิดใด ๆ  หรือกลา่วได้
วา่วิธีง่ายท่ีสดุในการคํานวณพืน้ท่ีภายใต้เส้นโค้งหรืออินทิกรัลจํากดัเขตคือการหาปฏิยานพุนัธ์ของ
ฟังก์ชนับนขอบเขตท่ีต้องการ และเพราะความสมัพนัธ์ของอนพุนัธ์และอินทิกรัลท่ีนิวตนัได้แสดงไว้
นีมี้ความสําคญัมากและเป็นรากฐานของวิชาแคลคลูสั นกัคณิตศาสตร์จงึให้ช่ือทฤษฎีบทท่ีแสดง
ความสมัพนัธ์นีว้า่ทฤษฎีบทหลกัมลูของแคลคลูสั (Fundamental Theorem of Calculus) 
 
ทฤษฎีบท .. (ทฤษฎีบทหลักมูลของแคลคูลัส 1) 
ให้ f  เป็นฟังก์ชนัตอ่เน่ืองบนช่วงปิด   a, b และ F  เป็นฟังก์ชนัซึง่นิยามโดย 

               
x

a

F x f t dt     สําหรับทกุ ๆ   x a,b  

แล้ว F  เป็นปฏิยานพุนัธ์หนึง่ของ f   

           นัน่คือ    F x f x   หรือ    
x

a

d f t dt f x
dx

     

บทพสูิจน์ 
       y  
 
 
 
 
 (ก) (ข) 

รูป 1.3.1 
 

ในการแสดงวา่ F  หาอนพุนัธ์ได้ และ    F x f x  สําหรับทกุ ๆ   x a,b  เราจะแสดงวา่  
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F x h  F x  f t dt


      เป็นบริเวณสว่นท่ีแรเงาของรูป 1.3.1(ข) 

ต่อไปเราสงัเกตว่าสําหรับแต่ละ 0h   เน่ืองจาก f  เป็นฟังก์ชนัต่อเน่ืองบน [ , ]x x h  
เราได้วา่ f  มีคา่มากสดุและน้อยสดุบน [ , ]x x h   ให้ hM  และ hm  เป็นคา่มากสดุและน้อยสดุ
ของ f  บน [ , ]x x h   ตามลําดบั  แล้วจะได้วา่ 

                      h hm f t M   
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h h
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ซึง่ทําให้ได้วา่  
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เน่ืองจาก hM  และ hm  เป็นคา่มากสดุและน้อยสดุของ f  บน [ , ]x x h   ดงันัน้ เม่ือ 0h   
จะได้วา่ hM  และ hm  จะเข้าใกล้คา่เดียวกนั ซึง่คือ ( )f x  เพราะฉะนัน้ 
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ในทํานองเดียวกนั เราสามารถแสดงได้วา่  

                                
0

 lim   
h

F x h F x
f x
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ดงันัน้  ( )  F x f x   สําหรับทกุ ๆ  x a,b               
 
บทนิยาม 1.3.2     ถ้า a b  และ f  เป็นฟังก์ชนัอินทิเกรตได้บน  a,b  นิยาม  

                                              
a b

b a
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1.   2

0

x

f x t dt   2.  
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1
x

f x t dt    

3.  
sin

2
cos

1
1

x

x

G x dt
t


   สําหรับ (0, )2x   

วิธีทาํ 1.  โดยทฤษฎีบทหลกัมลูของแคลคลูสั 1  เราจะได้ 

  2 2

0

    
xdf x t dt x

dx
    

 
           2.  เน่ืองจากลมิิตบนของอินทิกรัลคือ 2x  เราจงึยงัใช้ทฤษฎีบทหลกัมลูของแคลคลูสั 1 

ทนัทีไมไ่ด้ จะต้องใช้กฎลกูโซข่องอนพุนัธ์เข้าช่วย  โดยให้ 2u x  แล้ว  2du x
dx

  และ 
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2 2 2

0 0 0

1 1 1           
x u ud d d duf x t dt t dt t dt

dx dx du dx
 

       
 

    

2 41 2 2 1                 u x x x     
 

           3.   เพราะวา่   
0 sin sin cos

2 2 2 2
cos 0 0 0

1 1 1 1    
1 1 1 1

x x x
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G x dt dt dt dt
t t t t

   
        

ดงันัน้ 
 

sin cos

2 2
0 0

1 1    
1 1

x xdG x dt dt
dx t t

 
     

   

  2 2
0 0

1 1
1 1

  
u vd du d dvdt dt

du t dx dv t dx
   

        
  [เม่ือ sinu x และ cosv x ] 

  2 2
1 1

1 1
 du dv

u dx v dx
 

 
    

     
2 2

sin cos1 1   
1 sin 1 cos

d x d x
x dx x dx

 
 

 

  2 2
cos sin 
cos sin

x x
x x
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ตวัอย่าง  1.3.5  จงหาฟังก์ชนัซึง่มีอนพุนัธ์คือ 2sin  x  
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บทแทรก .. ให้ f  เป็นฟังก์ชนัอินทิเกรตได้บนช่วงปิด   a, b  และ c  เป็นคา่คงตวั 
ใน   a, b  ถ้า F  เป็นฟังก์ชนัซึง่กําหนดโดย 

                  
x

c

F x f t dt    สําหรับทกุ ๆ   x a,b  

แล้ว F  เป็นปฏิยานพุนัธ์หนึง่ของ f   นัน่คือ  

   F x f x   หรือก็คือ       
x

c

d f t dt f x
dx

  

บทพสูิจน์  จากบทนิยามของฟังก์ชนั  F  เราได้วา่ 

   
   

   

x c

x
a a
c x

c

a a

f t dt f t dt x c
F x f t dt

f t dt f t dt x c


 

  
  

 


 

; 
  

; 
 

โดยทฤษฎีบทหลกัมลูของแคลคลูสั 1 เราได้วา่    F x f x   สําหรับทกุ ๆ  [ , ]x a b   ซึง่ 

x c ตอ่ไป เราจะแสดงวา่    F c f c   ให้     
x

c

G x f t dt   สําหรับทกุ  ๆ  [ , ]x c b   

แล้วโดยทฤษฎีบทหลกัมลูของแคลคลูสั 1 จะได้วา่    G c f c   ดงันัน้ 

       

   

   

0 0

0

h h

h

F c h F c G c h F c
h h

G c h G c
h

G c f c

 



 



   


 


 

      

   

lim lim

lim  

ให้      
c x

a a

H x f t dt f t dt    สําหรับทกุ  ๆ [ , ]x a c   แล้วโดยทฤษฎีบทหลกัมลูของ

แคลคลูสั 1 จะได้วา่        
c x

a a x c

dH c f t dt f t dt f c
dx



 
    

 
   ดงันัน้ 

       

   
0 0h h

F c h F c H c h H c
h h

H c f c

  

   


 

   lim lim  

เพราะฉะนัน้    F c f c    ดงันัน้ เราจงึได้วา่    F x f x   สําหรับทกุ ๆ  [ , ]x a b    
 
ตวัอย่าง 1.3.4 จงหาอนพุนัธ์ของฟังก์ชนัตอ่ไปนี ้
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วิธีทาํ 1.  โดยทฤษฎีบทหลกัมลูของแคลคลูสั 1  เราจะได้ 
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ตวัอย่าง  1.3.5  จงหาฟังก์ชนัซึง่มีอนพุนัธ์คือ 2sin  x  
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ดงัท่ีได้กลา่วแล้ววา่สญัลกัษณ์  f x dx  แทนปฏิยานพุนัธ์ของ f  ท่ีรวมคา่คงตวั กลา่วคือ 
 f x dx  F x C   เม่ือ F  เป็นปฏิยานพุนัธ์หนึง่ของ f  และ C  เป็นคา่คงตวั อยา่งไรก็

ตามในการหาคา่  
b

a
f x dx 

   เราจะได้ 

  
b

a
f x dx 

     baF( x ) C         F b C F a C        F b F a    
                b

a
F x        

ดงันัน้การหาคา่  
b

a
f x dx 

   จงึไมจํ่าเป็นต้องแสดงคา่คงตวั C   
 
ตวัอย่าง 1.3.  จงหาอินทิกรัลจํากดัเขตตอ่ไปนี ้ 

1.  
9

2

4

3 2x x dx  2. 
2e

e

dx
x  3.  

1
3

0

x x dx  

วิธีทาํ โดยทฤษฎีบทหลกัมลูของแคลคลูสั 2  เราจะได้ 

1.            
9 9 3 2 3 22 3 2

4
4

3 2 9 9 4 4x x dx x x                                           

       2 29 8 4 3 648 48 600                    

            2. 
2

2
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e
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e
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dx x e e e e
x

         

   2 ln ln     2 1    1e e      
3.  

11 3 2 4
3

0 0

2 2 1 5
3 4 3 4 12

            
/x xx x dx

 
      

 
   

 

ตวัอย่าง 1.3.  จงหา  1lim         
1 2 3n

n n n n
n n n n n n

         
  

วิธีทาํ เราจะเขียนลมิิตของผลบวกท่ีกําหนดให้ในรูปลมิิตของผลบวกรีมนัน์ดงันี ้
1lim         

1 2 3n

n n n n
n n n n n n

         
  

31 2

1 1 1 1 1  lim        . . .  
1 1 1 1 nn

n n n nn

 
         

 

สังเกตว่าถ้าเราแบ่งช่วงปิด  1 2 ,  ออกเป็น n  ช่วงย่อยเท่า ๆ กัน แล้วแต่ละช่วงย่อยจะยาว
เท่ากบั  

2 1 1
n n


  หน่วย และมีจดุแบง่ช่วงคือ  1 21 1 1 1 2      
i n, , , , ,

n n n n
 ดงันัน้ผลบวก 
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วิธีทาํ เน่ืองจากฟังก์ชนัซึ่งนิยามโดย 2sin  x  เป็นฟังก์ชนัต่อเน่ืองบนช่วงปิด  0  , a  ใด ๆ  ดงันัน้
โดยทฤษฎีบทหลกัมลูของแคลคลูสั 1 ฟังก์ชนั F  ท่ีต้องการคือ 

  2

0

sin
x

F x t dt    

 

ตวัอย่าง 1.3.  จงหา  2H    เม่ือกําหนดให้  
2

4

3
x

tH x x e dt    

วิธีทาํ  ก่อนอ่ืนเราต้องหา  H x  สําหรับจํานวนจริง x  ใดๆ ดงันี ้

 
2

4

3
x

tdH x x e dt
dx


 

    
 
      2 2

4 4

3
3

x x
t td x de dt x e dt

dx dx
 

   
       

   
   

   
2

2

4

3 3 2
x

t xe dt x x e    
2

22

4

3 6
x

t xe dt x e    

ดงันัน้     2
4

2 2 2

4

2 3 6 4 0 24 24tH e dt e e e               

 
 
ทฤษฎีบท .. (ทฤษฎีบทหลักมูลของแคลคูลัส 2)   
ให้ f  เป็นฟังก์ชนัตอ่เน่ืองบนช่วงปิด   a, b  และ F  เป็นปฏิยานพุนัธ์หนึง่ของ f  ท่ีนิยามบน 
  a, b  แล้ว 

                                   
b

a

f x dx F b F a     

บทพสูิจน์ ให้ G  เป็นฟังก์ชนัท่ีนิยามโดย  ( )
x

a

G x f t dt   สําหรับทกุ ๆ  x a, b   แล้วโดย

ทฤษฎีบทหลกัมลูของแคลคลูสั 1 จะได้ว่า G  เป็นปฏิยานุพนัธ์ของ f  บน   a, b  ดงันัน้ จาก 
F  เป็นปฏิยานุพันธ์ของ f  บน   a, b  ด้วย จึงได้ว่ามีค่าคงตัว C โดย    F x G x C   
สําหรับทกุ ๆ  x a, b   เพราะฉะนัน้ เราได้วา่ 

           0
b b

a a

F b F a G b G a f t dt f t dt        

เราจงึได้      
b

a

f x dx F b F a      ตามต้องการ                    

 
           เราอาจแทนคา่    F b F a  ได้ด้วยสญัลกัษณ์  

                      b

a
F x      หรือ       b

a
F x         หรือ       

b

a
f x dx 
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ดงัท่ีได้กลา่วแล้ววา่สญัลกัษณ์  f x dx  แทนปฏิยานพุนัธ์ของ f  ท่ีรวมคา่คงตวั กลา่วคือ 
 f x dx  F x C   เม่ือ F  เป็นปฏิยานพุนัธ์หนึง่ของ f  และ C  เป็นคา่คงตวั อยา่งไรก็

ตามในการหาคา่  
b

a
f x dx 

   เราจะได้ 

  
b

a
f x dx 

     baF( x ) C         F b C F a C        F b F a    
                b

a
F x        

ดงันัน้การหาคา่  
b

a
f x dx 

   จงึไมจํ่าเป็นต้องแสดงคา่คงตวั C   
 
ตวัอย่าง 1.3.  จงหาอินทิกรัลจํากดัเขตตอ่ไปนี ้ 

1.  
9

2

4

3 2x x dx  2. 
2e

e

dx
x  3.  

1
3

0

x x dx  

วิธีทาํ โดยทฤษฎีบทหลกัมลูของแคลคลูสั 2  เราจะได้ 

1.            
9 9 3 2 3 22 3 2

4
4

3 2 9 9 4 4x x dx x x                                           

       2 29 8 4 3 648 48 600                    

            2. 
2

2
2 2    ln    ln ln     ln ln

e
e

e
e

dx x e e e e
x

         

   2 ln ln     2 1    1e e      
3.  

11 3 2 4
3

0 0

2 2 1 5
3 4 3 4 12

            
/x xx x dx

 
      

 
   

 

ตวัอย่าง 1.3.  จงหา  1lim         
1 2 3n

n n n n
n n n n n n

         
  

วิธีทาํ เราจะเขียนลมิิตของผลบวกท่ีกําหนดให้ในรูปลมิิตของผลบวกรีมนัน์ดงันี ้
1lim         

1 2 3n

n n n n
n n n n n n

         
  

31 2

1 1 1 1 1  lim        . . .  
1 1 1 1 nn

n n n nn

 
         

 

สังเกตว่าถ้าเราแบ่งช่วงปิด  1 2 ,  ออกเป็น n  ช่วงย่อยเท่า ๆ กัน แล้วแต่ละช่วงย่อยจะยาว
เท่ากบั  

2 1 1
n n


  หน่วย และมีจดุแบง่ช่วงคือ  1 21 1 1 1 2      
i n, , , , ,

n n n n
 ดงันัน้ผลบวก 
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.   จงหาอินทิกรัลจํากดัเขตในข้อตอ่ไปนี ้

      2.1   
9

4

1x dx
x

  
                            2.2  

/3
2

0

sec d


               2.3   
2

ln

e

e

dt
t t   

      2.4  
3 1

2
1 2 2

dx
x x



                              2.5  2

0

cosx x dx


   
         

.   จงหาลมิิตในข้อตอ่ไปนี ้

      3.1    
5 5 51 1 2lim 1  1    1

n

n
n n n n

                 
       

  

      3.2    1 2 3lim sin   sin   sin     sin
n

n
n n n n n

   


     
 

  

      3.3    
2 2 2 2

2 2 2 2
1lim         

1 4 9 2n

n n n n
n n n n n

 
        

 

4.  จงหาสมการเส้นโค้งเส้นหนึง่ซึง่มีความชนั ณ จดุ  x, y  ใดๆ เป็น  23  1x x  และ 
ทราบวา่เส้นโค้งนีต้ดัแกน y  ท่ี  2y   

1.4  การประมาณอินทกิรัล   
ทฤษฎีบทหลกัมูลของแคลคูลสักล่าวว่า  เราสามารถหาอินทิกรัลจํากัดเขตของฟังก์ชัน

ต่อเน่ืองได้บนทุกๆ ช่วงปิดโดยการหาอินทิกรัลไม่จํากดัเขตของฟังก์ชนัต่อเน่ืองนัน้ ๆ แล้วผลต่าง

ของการแทนคา่ลิมิตบนและลิมิตลา่งจะคือคา่อินทิกรัลท่ีต้องการซึง่ทําให้เราทราบว่า 
2

1

ln 2dx
x 

แต่ถ้าถามว่า ln 2  มีค่าเท่ากบัเท่าใด เรายงัไม่สามารถบอกค่าท่ีแน่นอนได้ นอกจากนีก้ารทํางาน
จริงท่ีเราสามารถบอกค่าของฟังก์ชนัได้เพียงบางจุดเป็นจํานวนจํากดัจุด เราก็ไม่สามารถบอกค่า
อินทิกรัลจํากัดเขตท่ีแน่นอนของฟังก์ชันจากข้อมูลท่ีมีได้ เราต้องอาศัยการประมาณค่าของ
อินทิกรัลจํากดัเขตในกรณีท่ีกล่าวมา ในหวัข้อนีเ้ราจึงจะศกึษาหาวิธีการประมาณอินทิกรัลจํากดั
เขตโดยเร่ิมต้นจากการประมาณค่าโดยนิยาม จนกระทัง่ได้สตูรการประมาณอินทิกรัลจํากดัเขตท่ี
ยังนิยมใช้กันอยู่ ตลอดจนศึกษาความเช่ือมั่นของการประมาณค่าท่ีได้จากสูตรการประมาณ
เหล่านี ้อย่างไรก็ตามยงัมีการประมาณอินทิกรัลจํากดัเขตด้วยวิธีอ่ืน ๆ อีกเช่นการประมาณด้วย
อินทิกรัลของพหนุามเทย์เลอร์ เป็นต้น  นกัศกึษาจะได้ศกึษาในชัน้สงูตอ่ไป    

จากบทนิยาม .. เราทราบว่า      
1

  lim
b n

i in ia

f x dx f x x




    
ในกรณีท่ี  f   

อินทิเกรตได้บนช่วงปิด  a,b  เราอาจประมาณค่าอินทิกรัลจํากัดเขตโดยใช้ผลบวกรีมนัน์ในรูป
ตอ่ไปนี ้ 
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31 2

1 1 1 1 1
1 1 1 1

          
n

n n n n

. . .
n
 

        
 คือผลบวกรีมัน น์ของ    1 f x

x
  บนช่วงปิด 

 1 2 ,  ซึง่โดยความหมายของอินทิกรัลจํากดัเขต เราจะได้วา่ 

2

31 2
1

1 1 1 1 1lim        . . .    
1 1 1 1 nn

n n n n

dx
n x

 
         

  

และโดยทฤษฎีบทหลกัมลูของแคลคลูสั 2 เราจะได้ 
2

2

1
1

    ln     ln 2 ln1    ln 2dx x
x

        

เพราะฉะนัน้  1lim              ln 2
1 2 3n

n n n n
n n n n n n

          
   

 
หมายเหตุ สําหรับตวัอยา่ง 1.3.9  ถ้าเราพิจารณาบนช่วงปิด  0 1 ,  ก็จะได้วา่ 

31 2

1 1 1 1 1
1 1 1 1

          
n

n n n n

. . .
n
 

        
 

เป็นผลบวกรีมนัน์ของ   1 
1

f x
x




 บนช่วงปิด [0, 1]  ดงันัน้ลมิิตของผลบวกจะเท่ากบั 
1

1

0
0

   ln 1     ln 2 ln1    ln 2
1
dx x

x
         

 
แบบฝึกหดั 1.3 

 

.   จงหาอนพุนัธ์ในข้อตอ่ไปนี ้

      1.1 2
1

 
xd dt

dx t                                   1.2   
3

2

1

5  
xd t t dt

dx
   

      1.3  
1

3  
x

td dt
dx 
                                   1.4  

sin
3

1

1  
xd t dt

dx
        

      1.5  2

2

sin  
xd t dt

dx                                    1.  
2

sinxd t dt
dx t  

      1.7  
3 sin

t

d x dx
dt x                                   1.8  

2

2

2

sinxd ux du
dx u

 
  
 
   

      1.9  2
cos
1

td y dy
dt y                                   1.10  

10

2

1  

1 2
t

s ds
d
dt t
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.   จงหาอินทิกรัลจํากดัเขตในข้อตอ่ไปนี ้

      2.1   
9

4

1x dx
x

  
                            2.2  

/3
2

0

sec d


               2.3   
2

ln

e

e

dt
t t   

      2.4  
3 1

2
1 2 2

dx
x x



                              2.5  2

0

cosx x dx


   
         

.   จงหาลมิิตในข้อตอ่ไปนี ้

      3.1    
5 5 51 1 2lim 1  1    1

n

n
n n n n

                 
       

  

      3.2    1 2 3lim sin   sin   sin     sin
n

n
n n n n n

   


     
 

  

      3.3    
2 2 2 2

2 2 2 2
1lim         

1 4 9 2n

n n n n
n n n n n

 
        

 

4.  จงหาสมการเส้นโค้งเส้นหนึง่ซึง่มีความชนั ณ จดุ  x, y  ใดๆ เป็น  23  1x x  และ 
ทราบวา่เส้นโค้งนีต้ดัแกน y  ท่ี  2y   

1.4  การประมาณอินทกิรัล   
ทฤษฎีบทหลกัมูลของแคลคูลสักล่าวว่า  เราสามารถหาอินทิกรัลจํากัดเขตของฟังก์ชัน

ต่อเน่ืองได้บนทุกๆ ช่วงปิดโดยการหาอินทิกรัลไม่จํากดัเขตของฟังก์ชนัต่อเน่ืองนัน้ ๆ แล้วผลต่าง

ของการแทนคา่ลิมิตบนและลิมิตลา่งจะคือคา่อินทิกรัลท่ีต้องการซึง่ทําให้เราทราบว่า 
2

1

ln 2dx
x 

แต่ถ้าถามว่า ln 2  มีค่าเท่ากบัเท่าใด เรายงัไม่สามารถบอกค่าท่ีแน่นอนได้ นอกจากนีก้ารทํางาน
จริงท่ีเราสามารถบอกค่าของฟังก์ชนัได้เพียงบางจุดเป็นจํานวนจํากดัจุด เราก็ไม่สามารถบอกค่า
อินทิกรัลจํากัดเขตท่ีแน่นอนของฟังก์ชันจากข้อมูลท่ีมีได้ เราต้องอาศัยการประมาณค่าของ
อินทิกรัลจํากดัเขตในกรณีท่ีกล่าวมา ในหวัข้อนีเ้ราจึงจะศกึษาหาวิธีการประมาณอินทิกรัลจํากดั
เขตโดยเร่ิมต้นจากการประมาณค่าโดยนิยาม จนกระทัง่ได้สตูรการประมาณอินทิกรัลจํากดัเขตท่ี
ยังนิยมใช้กันอยู่ ตลอดจนศึกษาความเช่ือมั่นของการประมาณค่าท่ีได้จากสูตรการประมาณ
เหล่านี ้อย่างไรก็ตามยงัมีการประมาณอินทิกรัลจํากดัเขตด้วยวิธีอ่ืน ๆ อีกเช่นการประมาณด้วย
อินทิกรัลของพหนุามเทย์เลอร์ เป็นต้น  นกัศกึษาจะได้ศกึษาในชัน้สงูตอ่ไป    

จากบทนิยาม .. เราทราบว่า      
1

  lim
b n

i in ia

f x dx f x x




    
ในกรณีท่ี  f   

อินทิเกรตได้บนช่วงปิด  a,b  เราอาจประมาณค่าอินทิกรัลจํากัดเขตโดยใช้ผลบวกรีมนัน์ในรูป
ตอ่ไปนี ้ 
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เพราะฉะนัน้คา่ประมาณด้วยจดุปลายซ้าย เท่ากบั    
2

1

0 1 7 1877 0 71877  dx . .   .
x
   

และคา่ประมาณด้วยจดุปลายขวา เท่ากบั    
2

1

0 1 6 6877 0 66877  dx . .   .
x
    

 
 

หมายเหตุ จากตวัอยา่ง .. ทําให้เราทราบวา่ 0.66877 ln 2 0.71877   
เราอาจจะสรุปสตูรการประมาณคา่อินทิกรัลด้วยจดุปลายซ้ายและจดุปลายขวาของฟังก์ชนั 

 y f x  ท่ีนิยามในช่วงปิด  a,b  ดงันี ้ 
1. สตูรการประมาณด้วยจดุปลายซ้าย  

       0 1 1  
b

n
a

b af x dx f x f x f x
n

    


        

2. สตูรการประมาณด้วยจดุปลายขวา  

       1 2    
b

n
a

b af x dx f x f x   f x
n


        

 

ตวัอย่าง 1.4.2  จงประมาณอินทิกรัล  
1

2
0 1

dx
x   ด้วยจดุปลายขวา โดยใช้  4  n   

วิธีทาํ แบง่ช่วงปิด  0 1 ,  ออกเป็น 4 ช่วงยอ่ยเท่า ๆ กนั แล้วแตล่ะช่วงยอ่ยจะมีความยาวช่วง
เท่ากบั  1 0 1 0 25

4 4
b a .

n
 

     และมีจดุแบง่ช่วง 5 จดุคือ  0 0 25 0 50 0 75 1        , . , . , . ,   โดย
มี *

ix   และ  *
if x  ท่ี 0 1 5x ,x , ,x  แสดงดงัในตารางข้างลา่งนี ้

*
ix  0  0.25  0.75  0.50  1.00 

 2*
ix  0 0.025 0.2500  0.525  1.0000 

 *
if x 

 2
1

1 *
ix

 1  0.9412  0.8000  0.400  0.5000 

เพราะฉะนัน้   
1

2
0

1 0 0 9412 0 8 0 64 0 5 0 7203
1 4

dx . . . .  .
x


    

   

พิจารณาฟังก์ชนั f  ซึง่มีคา่ไมเ่ป็นลบบนช่วงปิด  a,b  สงัเกตวา่ในกรณีนีอิ้นทิกรัล  
b

a

f x dx  

อาจพิจารณาวา่เป็นพืน้ท่ีใต้กราฟ   y f x  จาก x a  ถึง x b  ดงันัน้คา่ของอินทิกรัลนีอ้าจ
พิจารณาจากการประมาณคา่พืน้ท่ีใต้กราฟจาก x a  ถึง x b  
 
 

 

 24

   
1

b n
*
i i

ia

f x dx f x x    


   

ในการหาค่าประมาณ จะเห็นว่ามีสิ่งท่ีเราจะต้องกําหนดขึน้ก่อน  2  อย่างคือความยาวของแต่ละ
ช่วงย่อย i x   และการเลือก *

ix  ในแต่ละช่วงย่อย  ดงันัน้เราจึงควรเลือกสิ่งทัง้สองให้สะดวกต่อ
การคํานวณมากท่ีสุด  เราเรียกการประมาณอินทิกรัลนีว้่าการประมาณด้วยส่ีเหล่ียมผืนผ้า  
และมีช่ือเรียกแยกตามลกัษณะการเลือก *

ix  เช่นถ้าเลือกให้ *
ix  เป็นจดุปลายช่วงย่อยทางซ้ายเรา

เรียกการประมาณนีว้่า การประมาณด้วยจุดปลายซ้าย ถ้าเลือกให้ *
ix  เป็นจุดปลายช่วงย่อย

ทางขวาเราเรียกการประมาณนีว้่า การประมาณด้วยจุดปลายขวา และถ้าเลือกให้ *
ix  เป็นจุด

กึ่งกลางช่วง เราก็จะเรียกการประมาณนีว้า่ การประมาณด้วยจุดกึ่งกลาง   

 

ตวัอย่าง 1.4.1  จงประมาณอินทิกรัล  
2

1

dx
x    ด้วย  10  n   

วิธีทาํ แบง่ช่วงปิด  1 2 ,  ออกเป็น 10 ช่วงยอ่ยเท่าๆ กนั แล้วแตล่ะช่วงยอ่ยจะมีความยาวช่วง
เท่ากบั  2 1 1 0.1

10 10
b a

n
 

     และมีจดุแบง่ช่วง 11 จดุคือ 1, 1.1, 1.2, 1.3, , 1.9, 2         
ตารางข้างลา่งนีแ้สดงคา่  *

if x  เม่ือเราเลือก *
ix  ของแตล่ะช่วงยอ่ยให้เป็นจดุปลายซ้ายและจดุ

ปลายขวา  ตามลําดบั 
 

     การประมาณด้วยจุดปลายซ้าย    การประมาณด้วยจุดปลายขวา 
 

i  *
ix    1*

i *
i

f x
x

  i  *
ix    1*

i *
i

f x
x

  

0 1.0 1.0000 
1 1.1 0.9091 
2 1.2 0.8333 
3 1.3 0.792 
4 1.4 0.7143 
5 1.5 0.7 
 1. 0.250 
7 1.7 0.5882 
8 1.8 0.555 
9 1.9 0.523 

1 1.1 0.9091 
2 1.2 0.8333 
3 1.3 0.792 
4 1.4 0.7143 
5 1.5  0.7 
 1. 0.250 
7 1.7 0.5882 
8 1.8 0.555 
9 1.9 0.523 
10 2.0 0.5000 

ผลรวม 7.1877  ผลรวม .877 
 

24



 

 25

เพราะฉะนัน้คา่ประมาณด้วยจดุปลายซ้าย เท่ากบั    
2

1

0 1 7 1877 0 71877  dx . .   .
x
   

และคา่ประมาณด้วยจดุปลายขวา เท่ากบั    
2

1

0 1 6 6877 0 66877  dx . .   .
x
    

 
 

หมายเหตุ จากตวัอยา่ง .. ทําให้เราทราบวา่ 0.66877 ln 2 0.71877   
เราอาจจะสรุปสตูรการประมาณคา่อินทิกรัลด้วยจดุปลายซ้ายและจดุปลายขวาของฟังก์ชนั 

 y f x  ท่ีนิยามในช่วงปิด  a,b  ดงันี ้ 
1. สตูรการประมาณด้วยจดุปลายซ้าย  

       0 1 1  
b

n
a

b af x dx f x f x f x
n

    


        

2. สตูรการประมาณด้วยจดุปลายขวา  

       1 2    
b

n
a

b af x dx f x f x   f x
n


        

 

ตวัอย่าง 1.4.2  จงประมาณอินทิกรัล  
1

2
0 1

dx
x   ด้วยจดุปลายขวา โดยใช้  4  n   

วิธีทาํ แบง่ช่วงปิด  0 1 ,  ออกเป็น 4 ช่วงยอ่ยเท่า ๆ กนั แล้วแตล่ะช่วงยอ่ยจะมีความยาวช่วง
เท่ากบั  1 0 1 0 25

4 4
b a .

n
 

     และมีจดุแบง่ช่วง 5 จดุคือ  0 0 25 0 50 0 75 1        , . , . , . ,   โดย
มี *

ix   และ  *
if x  ท่ี 0 1 5x ,x , ,x  แสดงดงัในตารางข้างลา่งนี ้

*
ix  0  0.25  0.75  0.50  1.00 

 2*
ix  0 0.025 0.2500  0.525  1.0000 

 *
if x 

 2
1

1 *
ix

 1  0.9412  0.8000  0.400  0.5000 

เพราะฉะนัน้   
1

2
0

1 0 0 9412 0 8 0 64 0 5 0 7203
1 4

dx . . . .  .
x


    

   

พิจารณาฟังก์ชนั f  ซึง่มีคา่ไมเ่ป็นลบบนช่วงปิด  a,b  สงัเกตวา่ในกรณีนีอิ้นทิกรัล  
b

a

f x dx  

อาจพิจารณาวา่เป็นพืน้ท่ีใต้กราฟ   y f x  จาก x a  ถึง x b  ดงันัน้คา่ของอินทิกรัลนีอ้าจ
พิจารณาจากการประมาณคา่พืน้ท่ีใต้กราฟจาก x a  ถึง x b  
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การประมาณอนิทกิรัลด้วยกฎส่ีเหล่ียมคางหมู (Trapezoidal rule) 

         0 1 12   2
2

    
b

n n
a

b af x dx f x f x f x f x
n 


         

 
 

ตวัอย่าง 1.4.4 จงประมาณ  
2

1

dx
x   ด้วยกฎส่ีเหลี่ยมคางหมเูม่ือ  10  n   

วิธีทาํ จากตารางในตวัอยา่ง 1.4.1  เม่ือ   1f x x   เราจะได้ 
 

 1 0f .  = 1.0000 
 2 1 1f .  = 1.8182 
 2 1 2f .  = 1. 
 2 1 3f .  = 1.5384 
 2 1 4f .  = 1.428 
 2 1 5f .  = 1.3334 
 2 1 6f .  = 1.2500 
 2 1 7f .  = 1.174 
 2 1 8f .  = 1.1112 
 2 1 9f .  = 1.052 
 2 0f .  = 0.5000 

ผลรวม 13.8754 
เพราะฉะนัน้ 

       
2 1

0
11

2 12 13.8754 0.6938
2 20

    
n

n i
i

dx b a f x f x f x
x n





             
   

 

ตวัอย่าง 1.4.5 จงประมาณ  
1

2
0 1

dx
x   ด้วยกฎส่ีเหลี่ยมคางหม ูเม่ือกําหนด n  ดงันี ้

1.  4  n   2.  5  n   3.  8  n   

วิธีทาํ 1.  จากตารางในตวัอยา่ง 1.4.2  เม่ือ    2
1

1
f x

x



  เราจะได้ 

 

 

 

 2

  

การประมาณด้วยจดุปลายซ้าย การประมาณด้วยส่ีเหล่ียมคางหม ู การประมาณด้วยจดุปลายขวา    

รูป 1.4.1 

จากรูป 1.4.1 จะเห็นว่าการประมาณด้วยจุดปลายซ้ายและจุดปลายขวายงัคงมีส่วนต่าง
ค่อนข้างมาก สงัเกตว่าหากเราสร้างรูปส่ีเหล่ียมคางหมบูนช่วงย่อยแต่ละช่วงแทนรูปส่ีเหล่ียมมมุ
ฉาก ส่วนต่างระหว่างพืน้ท่ีใต้เส้นโค้ง  y f x  และพืน้ท่ีของรูปสี่เหล่ียมคางหมูบนแต่ละช่วง
ยอ่ยนัน้จะมีคา่น้อยกวา่ ดงันัน้เราอาจใช้พืน้ท่ีของรูปสี่เหล่ียมคางหมเูพ่ือประมาณคา่ของอินทิกรัล
ดงันี ้

ให้ f เป็นฟังก์ชันต่อเน่ืองบน    a, b  และ  0 1 . . .         na x x x b      เป็นเซต
ของจุดแบ่งช่วง   a, b  ออกเป็น n  ช่วงเท่า ๆ กัน แต่ละช่วงย่อยมีขนาด i

b ax
n


   บนช่วง
ย่อยท่ี i  ลากเส้นตรงเช่ือมจุด   1 1,i ix f x   และ   ,i ix f x  เราจะได้รูปส่ีเหล่ียมคางหมท่ีูมี
ด้านคู่ขนานยาว  1if x   และ  if x  หน่วยและกว้าง i

b ax
n


   หน่วย ดงันัน้พืน้ท่ีของรูป

สี่เหลี่ยมคางหมบูนช่วงยอ่ยท่ี i  คือ      1
1
2 i i

b a f x f x
n 

   
 

 

เน่ืองจากช่วงปิด   a, b  ถกูแบง่ออกเป็น n  ช่วงยอ่ย ดงันัน้ผลบวกของพืน้ท่ีรูปสี่เหล่ียมผืนผ้า
ทัง้หมดคือ  

    1
12

n

i i
i

b a f x f x
n 




  

การสร้างรูปสี่เหล่ียมคางหมเูพ่ือประมาณพืน้ท่ีใต้เส้นโค้ง  y f x  สรุปเป็นทฤษฎีบทได้ดงันี ้
 
ทฤษฎีบท 1.4.3  ให้ f เป็นฟังก์ชนัตอ่เน่ืองบน    a, b  และ  0 1 . . .         na x x x b      

เป็นเซตของจดุแบง่ช่วง   a, b  ออกเป็น n  ช่วงเท่า ๆ กนั แล้วอาจประมาณอินทิกรัล  
b

a

f x dx
ด้วย  

 
 

a = x0 xi-1 xi
xn = b 

y = f(x)

x

y

a = x0 xi-1
xi

xn = b 

y = f(x)

x

y

a = x0 xi - 1 xi xn = b 

y = f(x) 

x 

y 
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การประมาณอนิทกิรัลด้วยกฎส่ีเหล่ียมคางหมู (Trapezoidal rule) 

         0 1 12   2
2

    
b

n n
a

b af x dx f x f x f x f x
n 


         

 
 

ตวัอย่าง 1.4.4 จงประมาณ  
2

1

dx
x   ด้วยกฎสี่เหล่ียมคางหมเูม่ือ  10  n   

วิธีทาํ จากตารางในตวัอยา่ง 1.4.1  เม่ือ   1f x x   เราจะได้ 
 

 1 0f .  = 1.0000 
 2 1 1f .  = 1.8182 
 2 1 2f .  = 1. 
 2 1 3f .  = 1.5384 
 2 1 4f .  = 1.428 
 2 1 5f .  = 1.3334 
 2 1 6f .  = 1.2500 
 2 1 7f .  = 1.174 
 2 1 8f .  = 1.1112 
 2 1 9f .  = 1.052 
 2 0f .  = 0.5000 

ผลรวม 13.8754 
เพราะฉะนัน้ 

       
2 1

0
11

2 12 13.8754 0.6938
2 20

    
n

n i
i

dx b a f x f x f x
x n





             
   

 

ตวัอย่าง 1.4.5 จงประมาณ  
1

2
0 1

dx
x   ด้วยกฎสี่เหล่ียมคางหม ูเม่ือกําหนด n  ดงันี ้

1.  4  n   2.  5  n   3.  8  n   

วิธีทาํ 1.  จากตารางในตวัอยา่ง 1.4.2  เม่ือ    2
1

1
f x

x



  เราจะได้ 
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ix  2
ix  2

1
1 ix

 ตวัคูณ
j

 
2

1
1 i

j
x

 
  

 

0 
1/8 
1/4 
3/8 
1/2 
5/8 
3/4 
7/8 
1 

0 
1/4 
1/1 
9/4 
1/4 

25/4 
9/1 

49/4 
1 

1.0000 
0.984 
0.9412 
0.877 
0.8000 
0.7191 
0.400 
0.54 
0.5000 

1 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
1 

1.0000 
1.992 
1.8824 
1.7534 
1.000 
1.4382 
1.2800 
1.1328 
0.5000 

   ผลรวม 12.558 
 
 

แต ่ 1
2 16

b a
n


   เพราะฉะนัน้   
1

2
0

1 12 5568 0 7848
1 16

dx .   .
x

        

 

ตวัอย่าง 1.4. จงประมาณ 2
1

0

-xe dx   ด้วยกฎส่ีเหลี่ยมคางหมเูม่ือ  4  n   

วิธีทาํ จาก  1 0 25
4

b a .
n


    เราจะได้ตารางตอ่ไปนี ้
 

ix  2
ixe  ตวัคูณ

j
 2

 ixj e  
0.00 
0.25 
0.50 
0.75 
1.00 

0e
2(0.25)e  
2(0.5)e  
2(0.75)e  

1e  

=  1.000 
=  0.940 
=  0.779 
=  0.570 
=  0.38 

1 
2 
2 
2 
1 

1.000 
1.880 
1.558 
1.140 
0.38 

  ผลรวม 5.94 
 

แต ่ 1
2 8

b a
n


   เพราะฉะนัน้   2
1

0

1 5 964 0 743
8

xe dx . .    
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 0 00f .  =1.0000 
 2 0 25f .  =1.8824 
 2 0 50f .  =1.000 
 2 0 75f .  =1.2800 
 1 00f .  =0.5000 

ผลรวม         .224 
 

แต ่ 
 

1 0 1 0.125
2 2 4 8

b a
n
 

     เพราะฉะนัน้     
1

2
0

0.125 6.2624   0.7828
1

dx
x

 
  

 

           2.  จาก  1 0 0 2
5

b a .
n
 

    เราจะได้ตารางตอ่ไปนี ้

 

ix  2
ix  2

1
1 ix

 ตวัคูณ
j

 
2

1
1 i

j
x

 
  

 

0.0 
0.2 
0.4 
0. 
0.8 
1.0 

0.00 
0.04 
0.1 
0.3 
0.4 
1.00 

1.0000 
0.915 
0.821 
0.7353 
0.097 
0.500 

1 
2 
2 
2 
2 
1 

1.0000 
1.9231 
1.7241 
1.470 
1.2195 
0.5000 

   ผลรวม 7.8373 

แต ่  
 

1 0 1 0 1
2 2 5 10

b a .
n
 

     เพราะฉะนัน้    
1

2
0

0.1 7.8373   0.7837
1

dx
x

 
  

3. จาก  1
8

b a
n


   เราจะได้ตารางตอ่ไปนี ้
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ix  2
ix  2

1
1 ix

 ตวัคูณ
j

 
2

1
1 i

j
x

 
  

 

0 
1/8 
1/4 
3/8 
1/2 
5/8 
3/4 
7/8 
1 

0 
1/4 
1/1 
9/4 
1/4 

25/4 
9/1 

49/4 
1 

1.0000 
0.984 
0.9412 
0.877 
0.8000 
0.7191 
0.400 
0.54 
0.5000 

1 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
1 

1.0000 
1.992 
1.8824 
1.7534 
1.000 
1.4382 
1.2800 
1.1328 
0.5000 

   ผลรวม 12.558 
 
 

แต ่ 1
2 16

b a
n


   เพราะฉะนัน้   
1

2
0

1 12 5568 0 7848
1 16

dx .   .
x

        

 

ตวัอย่าง 1.4. จงประมาณ 2
1

0

-xe dx   ด้วยกฎสี่เหล่ียมคางหมเูม่ือ  4  n   

วิธีทาํ จาก  1 0 25
4

b a .
n


    เราจะได้ตารางตอ่ไปนี ้
 

ix  2
ixe  ตวัคูณ

j
 2

 ixj e  
0.00 
0.25 
0.50 
0.75 
1.00 

0e
2(0.25)e  
2(0.5)e  
2(0.75)e  

1e  

=  1.000 
=  0.940 
=  0.779 
=  0.570 
=  0.38 

1 
2 
2 
2 
1 

1.000 
1.880 
1.558 
1.140 
0.38 

  ผลรวม 5.94 
 

แต ่ 1
2 8

b a
n


   เพราะฉะนัน้   2
1

0

1 5 964 0 743
8

xe dx . .    
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ตวัอย่าง 1.4.14 จงประมาณคา่ของ 4
  พร้อมทัง้บอกคา่คลาดเคลื่อนท่ีเกิดขึน้ด้วย 

วิธีทํา โดยการประมาณด้วยกฎส่ีเหล่ียมคางหมูในตัวอย่าง 1.4.5 ข้อ 1 เราได้ค่าประมาณ 
1

2
0

0 7828
1

dx .
x


  แตโ่ดยสตูรพืน้ฐานการอินทิเกรต  จะได้  

1
11 1 1

2 0
0

    tan       tan 1 tan 0      
1 4

dx x
x

     
  

เพราะฉะนัน้  0 78284      .   
ในการคํานวณค่าคลาดเคล่ือน เราต้องการหา 2M  ซึง่เป็นค่ามากสดุของ  f x ในช่วง  0 1 ,  
เม่ือ   2

1
1

f x
x




 นัน่คือเราต้องหาจดุวิกฤตจาก  f x  ซึง่จากการคํานวณอนพุนัธ์ เราได้ 

   2
1

1
f x

x



     ,   

 22

2
1

xf x
x

 


,  

   
 

2

32

2 3 1

1

x
f x

x


 


    ,        42 224 1 1f x x x x


     

แต่ถ้า 0 1x   แล้ว   0f x    ซึ่งแสดงว่า f  ไม่มีจุดวิกฤตในช่วง  0 1 ,  เพราะฉะนัน้ค่า
มากสุดของ  f x  เกิดขึน้ ท่ีจุดปลายช่วง 0  x   เราจึงได้  2 0 2M f     และเม่ือ  

0 1     a , b  และ 1
4h    เราจะได้ 

คา่คลาดเคลื่อน    
  2

1 0 2 1 0 0104
9612 4

          .


    

เพราะฉะนัน้ 
1

2
0

0 7828 0 0104 0 7828 0 0104
1

        dx. .       . .
x

   
  

ทําให้ได้  
0 7724 0 79324     .     .    หรือ  3 0896 3 1728        .   .        

  
 
ตัวอย่าง 1.4.15  ให้ f  เป็นฟังก์ชนัซึง่    10f x   สําหรับทกุ ๆ x  ในช่วงปิด  1 5 ,  และเรา

ต้องการประมาณ  
5

1

f x dx  ด้วยค่าคลาดเคล่ือนไม่เกิน 0.01อยากทราบว่าเราจะต้องแบ่งช่วง 

 1 5 ,  ออกเป็นช่วงย่อย ๆ เท่า ๆ กนัให้มีความยาวของแต่ละช่วงย่อยไม่เกินเท่าใด เม่ือประมาณ
ด้วยกฎส่ีเหลี่ยมคางหม ู  

 

 

 30

 

ในการประมาณคา่สิง่ใดก็ตาม  เรายอ่มต้องการทราบวา่คา่ประมาณท่ีจะนําไปใช้นัน้มีคา่
ตา่งไปจากคา่จริงเท่าใด และเราเรียกผลตา่งระหวา่งคา่จริงของอินทิกรัลกบัคา่ประมาณของ
อินทิกรัลนัน้วา่ ค่าคลาดเคล่ือน (Error)  นัน่คือ 

คา่ประมาณ - คา่คลาดเคลื่อน        
b

a

f x dx    คา่ประมาณ + คา่คลาดเคลื่อน  

ด้วยเหตุนีก้ารคํานวณค่าคลาดเคล่ือนหรือการกล่าวถึงค่าคลาดเคล่ือน จึงต้องควบคู่กับการ
คํานวณค่าประมาณทกุครัง้  สําหรับท้ายหวัข้อนีเ้ราจะแนะนําวิธีคํานวณค่าคลาดเคลื่อนของสตูร
การประมาณคา่ด้วยกฎส่ีเหลี่ยมคางหม ู

การประมาณอินทิกรัลด้วยกฎส่ีเหล่ียมคางหมู ให้ค่าถูกต้องสําหรับพหุนามเชิงเส้น
(เพราะวา่เราประมาณด้วยพืน้ท่ีภายใต้เส้นตรงท่ีเช่ือมโยงระหวา่งจดุ 2 จดุ)  

 1   P x   ax b   
ซึง่พหนุามเหลา่นีมี้อนพุนัธ์อนัดบัสองเป็นศนูย์ทกุจดุในช่วงของการอินทิเกรต  แตฟั่งก์ชนั f  ท่ีเรา
ต้องการประมาณอินทิกรัล อาจมีอนพุนัธ์อนัดบัสองไม่เป็นศนูย์ท่ีบางจดุในช่วงของการอินทิเกรต 
จึงพอจะเช่ือได้ว่าอนพุนัธ์อนัดบัสองของ f  เป็นตวักําหนดคา่คลาดเคล่ือนของการประมาณด้วย
กฎส่ีเหลี่ยมคางหม ู

โดยประยกุต์ความรู้ในวิชาแคลคลูสัขัน้สงูเข้าช่วย เราพบวา่ถ้า 2M  เป็นคา่สงูสดุของ 
 f x   บนช่วงของการอินทิเกรต   a, b  ตามลําดบั  แล้ว 
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2 2

12 12
b a M h b a M

n
 

    
 

 
เม่ือ h  เป็นความยาวของทกุช่วงยอ่ยท่ีแบง่   a, b  ออกเท่า ๆ กนั และ n  เป็นจํานวนช่วงยอ่ย 

สงัเกตว่า 2h  เป็นตวัชีใ้ห้เห็นวา่  ถ้าแบง่ช่วง   a, b   ออกโดยให้แตล่ะช่วงย่อยท่ีแบง่ขึน้ใหม่
สัน้ลงกว่าเดิมคร่ึงหนึ่ง แล้วค่าคลาดเคลื่อนท่ีได้จากการประมาณด้วยกฎส่ีเหล่ียมคางหมจูะลดลง 4 
เท่า   
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ตวัอย่าง 1.4.14 จงประมาณคา่ของ 4
  พร้อมทัง้บอกคา่คลาดเคลื่อนท่ีเกิดขึน้ด้วย 

วิธีทํา โดยการประมาณด้วยกฎส่ีเหล่ียมคางหมูในตัวอย่าง 1.4.5 ข้อ 1 เราได้ค่าประมาณ 
1

2
0

0 7828
1

dx .
x


  แตโ่ดยสตูรพืน้ฐานการอินทิเกรต  จะได้  

1
11 1 1

2 0
0

    tan       tan 1 tan 0      
1 4

dx x
x

     
  

เพราะฉะนัน้  0 78284      .   
ในการคํานวณค่าคลาดเคล่ือน เราต้องการหา 2M  ซึง่เป็นค่ามากสดุของ  f x ในช่วง  0 1 ,  
เม่ือ   2

1
1

f x
x




 นัน่คือเราต้องหาจดุวิกฤตจาก  f x  ซึง่จากการคํานวณอนพุนัธ์ เราได้ 

   2
1

1
f x

x



     ,   

 22

2
1

xf x
x

 


,  
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2 3 1

1

x
f x

x


 


    ,        42 224 1 1f x x x x


     

แต่ถ้า 0 1x   แล้ว   0f x    ซึ่งแสดงว่า f  ไม่มีจุดวิกฤตในช่วง  0 1 ,  เพราะฉะนัน้ค่า
มากสุดของ  f x  เกิดขึน้ ท่ีจุดปลายช่วง 0  x   เราจึงได้  2 0 2M f     และเม่ือ  

0 1     a , b  และ 1
4h    เราจะได้ 

คา่คลาดเคลื่อน    
  2

1 0 2 1 0 0104
9612 4

          .


    

เพราะฉะนัน้ 
1

2
0

0 7828 0 0104 0 7828 0 0104
1

        dx. .       . .
x

   
  

ทําให้ได้  
0 7724 0 79324     .     .    หรือ  3 0896 3 1728        .   .        

  
 
ตัวอย่าง 1.4.15  ให้ f  เป็นฟังก์ชนัซึง่    10f x   สําหรับทกุ ๆ x  ในช่วงปิด  1 5 ,  และเรา

ต้องการประมาณ  
5

1

f x dx  ด้วยค่าคลาดเคล่ือนไม่เกิน 0.01อยากทราบว่าเราจะต้องแบ่งช่วง 

 1 5 ,  ออกเป็นช่วงย่อย ๆ เท่า ๆ กนัให้มีความยาวของแต่ละช่วงย่อยไม่เกินเท่าใด เม่ือประมาณ
ด้วยกฎสี่เหลี่ยมคางหม ู  

 

31



 

 33

 
 
 

แบบฝึกหดั 1.4 
 
1. จงประมาณคา่อินทิกรัลในข้อตอ่ไปนีด้้วยกฎส่ีเหลี่ยมคางหม ู  

1.1  
5

1

dx
x   ;  2  ช่วงยอ่ย 1.2  

7

1

dx
x    ;  4  ช่วงยอ่ย 

 

1.3  
1

3
0 1

dx
x   ;  4 และ 8 ช่วงยอ่ย 1.4  

2

1

xe dx
x   ;    ช่วงยอ่ย 

 

1.5  2
5

1

xe dx   ;    ช่วงยอ่ย 1.   
3

3

0

x dx   ;    ช่วงยอ่ย 
 

2.  จงคํานวณคา่สมับรูณ์ของคา่คลาดเคลื่อนในการประมาณคา่อินทิกรัลในข้อ 1  
 

3.  ตารางข้างลา่งนีแ้สดงคา่อณุหภมูิ  f t  ในรูปฟังก์ชนัของเวลา t  
 

เวลา 1 2 3 4 5  7 
อณุหภมูิ 81 75 80 83 78 70 0 

3.1   จงใช้กฎส่ีเหลี่ยมคางหมปูระมาณ   
7

1

f t dt   

3.2   จงใช้ผลของข้อ 3.1 หาคา่ประมาณของอณุหภมูิเฉลี่ย 
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วิธีทาํ   คา่คลาดเคลื่อนของการประมาณด้วยกฎสี่เหล่ียมคางหมไูมเ่กิน    2
2

12
b a M h  

เม่ือ 2 5 1 4 , 10 b a M               และ h  เป็นความยาวของแตล่ะช่วงยอ่ยของการแบง่ 

 1 5 ,  เราจงึได้ 
240 0 0112 h .  ซึง่สมมลูกบั  2 12 0 01 0 0030

40
h . .    

และทําให้ได้ 0 003 0 054  h    .    .                                                                    

 

ตวัอย่าง 1.4.1  ถ้าต้องการประมาณคา่  
2

2
0 2

dx
x   ด้วยกฎสี่เหล่ียมคางหม ูโดยให้มีคา่ 

คลาดเคลื่อนไมเ่กิน  45 10  เราจะต้องแบง่ช่วง  0 2 ,  ออกอยา่งน้อยก่ีช่วงยอ่ย 

วิธีทาํ เน่ืองจากคา่คลาดเคลื่อนของการประมาณด้วยกฎสี่เหล่ียมคางหม ู    2
2

12
b a M h

     

เม่ือ  b ah
n


   เป็นความยาวของแตล่ะช่วงยอ่ยท่ีได้จากการแบง่ช่วงปิด  a, b  ออกเป็นช่วง

ยอ่ย n  ช่วงยอ่ยท่ีเท่าๆ กนั และ  2M  เป็นคา่สงูสดุของ  ( )f x   บนช่วง  a, b   ถ้า  
  2

2

12
b a M h

  45 10  แล้ว คา่คลาดเคลื่อนของการประมาณด้วยสี่เหล่ียมคางหม ู 45 10    

และจากโจทย์เราจะได้ 

   
 

2
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2 2 3

2

x
f x

x

 
 


และ      22

2 2 2
2

2 0 22 0
12 12 3

b a M h M M
n n

     
 

 

เม่ือ  2M   เป็นคา่สงูสดุสมับรูณ์ของ   
 

2

32

2 2 3

2

x

x

 


 บน   0, 2   ซึง่จะได้วา่  2

1
2

M   

ดงันัน้    4 2
2 2

2 15 10
3
M
n n

    

นัน่คือ              
4

2 10
15

n   

จะได้วา่           666 67n  .    

แสดงว่าถ้าเราแบ่งช่วง  0 2 ,  ออกอย่างน้อย  7 ช่วงย่อย  เราจะได้ค่าประมาณท่ีมีค่า

คลาดเคลื่อนไมเ่กินตามท่ีโจทย์กําหนด  
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